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专业          学号             姓名      

1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6 1-7 1-9   

          

2-1-1 2-1-2 2-2-1 2-2-2 2-3-1 2-3-2 2-4 2-5 2-6-1 2-6-2 

          

3-1-1 3-1-2 3-2       总分 

          

注：各部分题目的每一题与小题都按满分 10 分计算，然后折合成总分 100 分。 

 

第一部分 概述与方法说明 

（1）证明：（Fermat 引理）函数在可微的极值点必定导数为零。 
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（2）证明：（Darboux 定理）导函数具有介值性 
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（3）阐述：连续函数在定义域内部具有最值点的三种充分性依据 

      i Rolle f a f b定理  
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 
 

 

   

2

2 2

0

0

0

lim 0
x b

a
iii d

b
dx

x b

x b 











 能量衰减机制 

注：由极限保号性：





 

 

 

 

 

（4）证明：对于任意的基本/Cauchy 序列，如果有子列收敛，则此基本序列收敛 
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（5）证明：无界区间上一致连续的函数满足线性增长控制 
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（6）设有  f x 在 ,a  上一致连续，满足  lim
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（7）考虑迭代序列 1n n nx x    有界，设有
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第二部分 计算与计算证明 

1. 计算数列极限 

（1）
1
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 分析: 考虑 
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2. 计算函数极限 

（1）
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 
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
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 
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
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 
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分析
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4
4

1 1
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n
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

  

 

 
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 
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                    
    
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3. 无限小与有限展开 

（1）获得   2arcsinf x x 关于零点的带 Peano 余项的 Taylor 展开 

（2）设有    0
n pf x  ,且    0 0n jf x  ， 1, , 1j p  ；    0 0n pf x  . 研究： 
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    
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 
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   
 
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n
k k n

k

n
k k n

k

kn
k n

k

df
x x x x x x o x

dx x k

x x o x
k

kx
f x x o x

k k
k k

 



 








                 
      
 
 

            
   
   







 分析:

有 ，式中 

 

 

 
      

 
 

      

             
 

    
 

       

0

0

0 0

( )
0 0 0( )

0 0 0
1

( )( )1
0

0 0 0 0 0
1 1

0

( )1
0

0 0
1

2

( )
( )

! ! !

( )
! ! ! !

!

=

n j nn
n jxn j

x
j

n jnkn
k n j nx x j

k j

kn
k

k

p
p

p
n p

ff x x x x x x
x x f x x x o x x

n j n

f ff x
f x f x x x x x x x x o x x

k n j n

f x x

f x
f x f x x x

k










 







    
     
 





       

  



 



点无限 展

 分析：

有 小 开在






   
   
      

 

 
   
      

     

0

( )

0
0 0 0

1

0
0 0 0

1

0 0

! !

( )
! ! !

! ! ! !
( )= 1 ,   ( ) ,

+

,  
! !

n n j
n j nx

j

n pn p
n p p np

p

n

p

n

p

p

p

f f x
x x x x o x x

n n j

f xf
x x x x x o x x

p n n p

p n p n
x o as x x x as x x

n p n p













  


  


 
    



   







有 

则有

有 



 
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4. 设有     0lim 2
x

df
f x x x

dx

      
，证明：   0lim

x
f x


  . 

 

   

 

1

2

1

2

1
( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

2

2 ( ) ( ) ( )

1

2

( )

:

dx
x x x

dx x xx

x

x

df df
f x x x x x f x

dx dx x

d
x e f x e f x e f xdx dx dx

e ee
dxx

e f x
f x

d d

d

e

      
    
   

 



分析



 

 

 

5. 设有 0lim
n

nx
  ，考虑

1

n

n nk k
k

y t x


  ，设有 1

,  

lim 0,  

n

nk
k

nkn

t M n

t k








   


   

  


，证明： 0lim

n
ny

  . 

 
 

 

 

1 1

1 1 1

1 1
1

1 1 ,1

   1
,  ,  

2

1:

2 ...

2 :

1 ,  max , , ,

1 + 2 1

N
n

n

N N

n
n nN

nk k n
k nN N

n

nn n

n n nk

n

N

nN

n
k

N N

RHS
n N

RHS

Step

RHS M

Step

RHS n N N

RHS RH

t x t x
y t x x

t x t x

t x t x t

t

S M

x t x

  

 


        
  



  



  

 

   











分析:

综上,有

 



 



 



 








  

 

 
1 1 1 1

1 1

, 0,:

 0  1

n n n

n n n n

k k nk k nk nk k
k k

n

n
k k

n

nk nk k
k k

x a

y t x t a a t t

t at s n

   

 

  

  

       

 

   

 

作平移

其中 

有

，，

 

 


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6. 不等式 

（1）证明： 1
1 1 1

1

1

1
n
n n n

n

n

x x x x

x x

   
 

    


，  1

n

k k
x 


  ，  1

n

k k



  ， 

1 1n    . （2）证明：
2

sin 1x x 


， 0,
2

x     


 

 
   1 1 1 1

2

1 .

Jensen  

1
( ) , , ( )

ln ln ln

ln ,  

n n n na x x x x

x x x
x

 

  

   

 分析

 

凸

根据 不等

考 上

式有

虑 上

   

 

 

 

  

  1 1
1

1

1
1 1

1

1 1
1 1

 ln ln ln

ln ln ln

1 1 1 1
ln ln ln

1
n n

n

n

n
n n

n

n n
n n

x x

x x

x x
x x

b

x x x x

 
 



  
 






 
 




   

 


有 

 

  

   




 

 

 

 
 
   

   

 

 

   

 
 

  *

2

sin

sin , . . 0 0

1 cos 0, 0, , 0,
2 2

2
sin

sin

= cos , sin 0, 0,
2

0 0
2

sin , . .
0

2
cos ,

2

a x x

x x x s t

x x x x

b x x

x x

x x x x x

x x x s t

x x x



  

              





         
 
        

  

 分析：

 证 

有 在 上单调上升

 证 

处理一: 利用 的凹凸性

处理二：

有 有

 

  




 


  




 2
arccos , sin 0, 0,

2
x x x

        



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第三部分 分析与证明 

（1） ① 考虑    sinf x x x   ，   ， 1 式中    0,x C  且      ， 

研究其在 0, 上的一致连续性. ② 研究  
1 1

3 2sinf x x x 在 0, 上的一致连续性

与极限
1 1
3 2lim sin

x
x x


的存在性. 

   

       

    

1
1

1

1

1 2 ,  0

2 sin 2 2 sin

2 1 1 . 

n n n

n n n n n

n n

x n

f x n n n

n o

  

                
   


 


 分析：





 



  

        

   

 

   

 

   

   

   

1 1

1

1

1

,

0

2 2

2

2 0 0, . . , as 

ˆ ˆ ˆˆ ˆ2 0 0, . . , as 

ˆ ˆ0, 

,   

a

,

s 

n n

n

n

n n n n

n n n n

n n n n

C
n x n

x

n

x n s t f x C n

x n s t f x C

C

n

x x n

s

f x f

C
n

x

a

         
   

  
 

      




   



   

 



   










 

考

而则 ，有 

虑 

 

 










     


  

  

  

   





 ˆ 0C C  

 

       

   

 
  

 
  

1 1
1 1 1 1

1 1

1 1
1 1

ˆ
ˆˆ 2 2 2 2

2 2

ˆ ˆ ˆ1 1
+ +

2 2
,

 

1 1

1 =1 1
2 2 2

1

2

1 1ˆˆ

+ 1 1+ 1

1
1 1 1 1

2 2

n n
n n n n

n n n n n n

n n n n

x x n n n n
n n

n n n n n n

x x
n n

o o

o o
 

   
             

   
           

  

 

  

其中

设有 

 
   

 

 

      
 

     
       

 
  



  



+

1
ˆ0,  1  

( )s

1 0

in
1

n nx x as n

x x

  





   




即 ，则有 

即

，

， 非一致连续函数.有  












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     

 
 

   
2 11 1 1

3 32 2 2

=1
2 1 1

=
2

,  
ˆ ˆ

1 1
sin cos

ˆ

,  1 ,  
3 2

,

,

n n

n n

f x

x x

x x

f x x x x x x

f C

f C

x
 








  





 

 

 分析： 对应 里 的情况

取 破坏l 序列性刻画, 所以极限显然不存在

导数可控 故一致连续.





 




 

 

 

（2）设T为正常数，若有  x 、  x 在 ,a  上满足 

       

 
       

     
   

1 ,  , ;

lim ,  , ,
2

3 lim ,

x

x

x T x x a

x x x a

x T x
l

x T x






   




  




      

在 的

每个有界子区间上有界;

 

  

 
 



，证明：
 
 

lim
x

x
l

x
 




. 

 

   
   

   
     

             
             
     

1 ,   

:

lim  + 1 ,   

                                      1

2        

  

 
x

x T x l x T x o x T x a

T

x T x x T x
l l o as x

x T x x T x

x T x l x T x o x T x

x x T

s x



          

   
     







  

               


      





   
   

  

   

 

 

 





分析

         
             

                

   

   2            1 2

3 2          3 2          1 3 2  

1 1 1 1

 

x nT x

l x T x T o x T x T

x T x T l x T x T o x T x T

x nT x n T l x nT x n T o x nT x n

l

T

x




                
                    


       



         



       

 





   

     
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