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复旦大学技术科学类 

2022-2023 学年第一学期《数学分析 B（I）》 

一元积分学阶段性考试 试卷（在线考试） 参考解答 

第 1-6 页（在答题纸上解答） 

课程代码：MATH120016.10-11 考试形式：□开卷  □√闭卷 2022 年 12 月 18 日 
（本次考试计划时间 180 分钟） 

 

专业          学号             姓名      

1-1 1-2 1-3 1-4 1-5 1-6 1-7 1-8 1-9  

          

2-1-1 2-1-2 2-2-1 2-2-2 2-3-1 2-3-2 2-4 2-5 2-6-1 2-6-2 

          

3-1-1 3-1-2 3-1-3 3-2-1 3-2-2     总分 

          

注：各部分题目的每一题与小题都按满分 10 分计算，然后折合成总分 100 分。 

 

第一部分 概述与方法说明 

（1）证明：Riemann 可积的振幅和判别法与 Riemann 判别法的等价性。 
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（2）设有    ,f x C a b ，满足
   
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证明：    0,  ,f x x a b    
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分析：反证法：

设有

，

其中 不能到 ，故矛盾

 

 

（3）设有    ,f x C a b ，考虑      : ,  ,
x

a
F x f t dt x a b   ,  

证明:      ,  ,
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（4）设有    ,f x C a b ，考虑    
 

   : ,  ,
x

x
F x f t dt x a b  




,  x 、  x 在 ,a b 上

可导，计算：  d
F x
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根据链式求导法则，有
 

 

（5）设有  f x 在 ,a  上一致连续，且  
a
f x dx


   , 证明：  lim 0
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反证法，假设不存在 会有

过了阈值之后，会存在 使得 积分无法控制在无穷小量，反常积分不收敛
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（6）判断：  
1 1
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C为常数，是否在 0,1 上常义 Riemann 可积；

广义积分
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有 在 ， 上无界，所以非常义Riemann可积

， 所以广义积分(绝对)收敛

 

 

（7）阐述并证明：积分第一中值定理 注：按推导形式写出 
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（8）阐述并证明：积分形式的 Jensen 不等式 注：按推导形式写出 
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（9）设有平面参数曲线   
 
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（a）C绕 x轴旋转一周所形成的旋成体的侧面积、体积的计算式；（b）C所围成的平

面区域的面积 
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第二部分 计算与计算证明 

1. 计算数列极限 

（1）
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2. 计算定积分 

（1）
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（2）    ,f x R a a  且为偶函数， 0a  ，证明：
   

01

a a

xa

f x
dx f x dx

e


   

0

0 0

0 0

( ) ( ) ( )

1 1 1
( ) 1 1

( ) ( )
1 1 1

1 1
=1

1 1

a a

x x xa

a a a

x x xa

x x

f x f x f x
dx dx dx

e e e
f x

dx f x dx f x dx
e e e

e e

 






 

  
       


 

  

  有

其中

 

 

3. 计算广义积分 

（1）
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处理一：

有 ，所以
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1

1 1 1
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处理二：

 

4. 设有    2 0,1f x C ，证明：  0,1  , 满足        
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5. 积分估计 设有    
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附图：  
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  



 





 

 

  

  

 

 






 





 




 

  



 

      
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6. 广义积分 
0

1 1
sin lnx x dx

x x
 

 

         
    ，   ，需明确绝对收敛、条件收敛、

发散的参数范围 

   

 
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    







     
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 
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y

x





  
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          
   

                                       



 
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  
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2
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                                             
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  2
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第三部分 分析与证明 

（1）为了证明积分第二中值定理的结构，指  * ,x a b  ，满足 

       
*

b b

a x
f x x dx b f x dx     ，式中

   
   

, ;

,

f x R a b

x a b

 

 在 上单调上升且非负.

 

(a) 考虑  ,a b 上分割 nP 对应的    
11

:
k

k

n x

n kx
k

I f x x dx


   ，证明： 0nI I  ，当
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n ,对应 0nP  ,式中    :
b

a
I f x x dx   . 

(b) 引入      :
b

x
G x b f t dt   ，  ,x a b  ，证明：

 
 

 
 

, ,
inf supna b a b
G x I G x  ， n   

(c) 证明:积分第二中值定理的上述结构. 

        [ , ]

[ , ]

sup ( )
( ) : ,  ,

inf ( )

b b a b

x a

a b

G x
G x b f t dt x f x dx

G x


  


 分析： 如有 则可获证.    
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0 1 1 1
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 ,   ,  

inf ( )

: ... ... ,  | | 0  
n n
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  


           

构造

，








 

  
 

                

      
1 11 1

[ , ]

:

1  

sup ( ) ; 0,   

n nN N
b x x

a x x

b

n na a b

f x x dx f x x dx f x x x dx

f x x dx I f x x P as n

  

  

    

   



估计

有 

 

 
 

 

   

 

 

 

           

       

1
1 1

1 1 1 1

1 1

1 1
1 0 1 1

2

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,  ( ) ( ) ,  

n n n n

n n n n

N N N N
x

x

N N N N

f x x dx F x F x x F x x F x x

F x x F x x F x x F x x


 

   

 

 
   

   

 

   

   其中 




       

   

       
   

   

   

 

       

       
   

 
   

1

1 1

1
1 0 1

1
,

1 0 1
1

,

( ) ( )

sup

( ) ( ) ~
inf

n n n

n

N N N
x

x

N
a b

a b

f x x dx F x x F x x

F x b

F x x x F x x
F x b



 


  






 

 
       

  



则有




    

  

  


  


  



 

（2）研究广义积分
20
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1 sin

p

q

x
dx p q

x x




 的敛散性 

(a) 确定上述广义积分收敛与发散所对应的 ,p q 的范围，仅需给出相关关系; 
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附图：  
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则有 20
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广义积分收敛；

广义积分发散

 

 

(b) 研究
2lim ,  , 0

1 sin

p

qx

x
p q

x x



的存在性 

考虑 2
1 sin

p

q

x

x x
在 x n  的取值为   ,   

p
n as n   ，故有此极限不存在有限极限

值. 


