
期中考试

2022 年 11 月 9 日

问题 1 (共 16 分, 每小问 4 分) 严格叙述定义和定理

1. 数集 A 的上确界定义.

解解解: A 的最小上界.

(或写成: 一个实数 x, 使得对任意 a ∈ A 有 a ≤ x, 且对任意 y < x, 存在 a′ ∈ A,
使得 a′ > y.)

2. limx→x0 f(x) =∞ 的定义.

解解解: 对任意 G > 0, 存在 δ > 0, 使得 0 < |x− x0| < δ 时, 都有 |f(x)| > G.

3. 闭区间套定理 (需要写出闭区间套的定义).

解解解: 若一列闭区间 {[an, bn]} 满足条件
(1) [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn],

(2) limn→∞(bn − an) = 0,

则称 {[an, bn]} 构成一个闭区间套.

如果 {[an, bn]} 构成一个闭区间套, 则存在唯一的 ξ 在所有 [an, bn] 中, 且 ξ =

limn→∞ an = limn→∞ bn.

4. f 在 x0 可微的定义.

解解解: 存在常数 A 使得 f(x) = f(x0) + A(x− x0) + o(x− x0), (x→ x0).

问题 2 (共 42 分, 每小问 7 分) 计算题, 请写出计算过程.

1. 计算极限 lim
x→π/2

(x− π/2) tanx.

解解解:

lim
x→π/2

(x− π/2) tanx = lim
x→π/2

(x− π/2) sinx
cosx

= lim
x→π/2

(x− π/2) cos(π/2− x)
sin(π/2− x)

=− 1.

2. 求函数 f(x) = x
ln |x| 的间断点, 并判断间断点的类型.

解解解: f(x)的定义域为 (−∞,−1)∪ (−1, 0)∪ (0, 1)∪ (1,+∞). 因为 f(x)为初等函数,

所以它在定义域内连续.
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下面讨论在 x = 0, x = ±1 时的情况.

因为 limx→0 x = 0, limx→0 ln |x| = −∞, 所以 limx→0 x/ ln |x| = 0, 从而 x = 0 是第

三类间断点 (或者说可去间断点).

因为 limx→1 x = 1, limx→1 ln |x| = 0, 所以 limx→1 x/ ln |x| = +∞, 从而 x = 1 是第

二类间断点.

3. 已知方程 (x2 + y2)2 = x2 − y2 确定了一个图像在第一象限的函数 y = y(x), 求

y′(x) = 0 时 x 的值.

解解解法法法一一一: 在 y = y(x) 是方程 (x2 + y2)2 = x2 − y2 确定的隐函数, 那么我们将

y = y(x) 代入方程, 并在方程两边对 x 求导, 得到

2(x2 + y2)(2x+ 2yy′) = 2x− 2yy′,

从而

y′ =
x− 2x(x2 + y2)

2y(x2 + y2) + y
.

当 y′ = 0 时, 我们有 x− 2x(x2 + y2) = 0. 结合 x > 0, y > 0, 我们有 x2 + y2 = 1/2. 再

结合 (x2 + y2)2 = x2 − y2, 我们又有 x2 − y2 = 1/4. 由此可解得 x =
√
6/4.

解解解法法法二二二: 考虑极坐标 x = r cos θ, y = r sin θ (r > 0). 那么方程 (x2 + y2)2 = x2 − y2

可表示为 r2 = cos 2θ. 在第一象限内 r > 0, θ ∈ (0, π/2). 再结合 cos 2θ > 0, 我们知道

0 < θ < π/4.

注意到 r =
√
cos 2θ, 从而我们可以得到 y = y(x) 的参数方程表示:

x(θ) =
√
cos 2θ cos θ, y(θ) =

√
cos 2θ sin θ.

注意到 y′(x) = dy
dθ
/dx
dθ
, 所以我们只需要

dy

dθ
=
√
cos 2θ cos θ − sin 2θ√

cos 2θ
sin θ =

cos 3θ√
cos 2θ

= 0, 0 < θ < π/4.

由此可知 θ = π/6, 这时 x =
√
cos 2θ cos θ =

√
6/4.

4. 计算极限

(1) limn→∞ n
1/n,

(2) limn→∞
n

lnn
(n1/n − 1).

解解解: (1) 可以用书上例 2.2.4 的方法, 也可以利用 Stolz 定理:

lim
n→∞

n1/n = lim
n→∞

e
lnn
n = elimn→∞

lnn
n

=elimn→∞
ln(n+1)−lnn

(n+1)−n = elimn→∞ ln(1+1/n) = e0 = 1.
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(2) 利用 ex = 1 + x+ o(x), (x→ 0), 我们有

lim
n→∞

n

lnn
(n1/n − 1) = lim

n→∞

e
lnn
n − 1
lnn
n

= 1.

5. 计算 f(x) = x2022 cosx 在 x = 0 处的 2024 阶导数.

解解解: 由 Leibniz 公式,

f (2024)(x) =
2024∑
k=0

Ck
2024(x

2022)(2024−k)(cosx)(k).

当 2024 − k > 2022 时, (x2022)(2024−k) = 0, 而当 2024 − k < 2022 时, (x2022)(2024−k) 在

x = 0 时为 0. 因此, 上面的和式中, 若 x = 0, 只有 2024− k = 2022, 即 k = 2 的项不为

0. 因此

f (2024)(0) =
2024× 2023

2
× 2022!(cosx)′′|x=0 = −

2024!

2
.

6. 求不定积分 ∫
[x] sin(2πx)dx,

其中 [x] 表示不超过 x 的最大整数.

解解解: 设 F (x) 为 f(x) 的原函数. 那么, 当 k ≤ x < k + 1 时, F ′(x) = f(x) =

k sin(2πx). 由此可知当 k ≤ x < k + 1 时, 我们有

F (x) = − k

2π
cos(2πx) + Ck.

那么

lim
x→k+

F (x) = − k

2π
+ Ck, lim

x→(k+1)−
F (x) = − k

2π
+ Ck.

因为 F (x) 连续, 所以它在 k 处连续, 由此可知

− k

2π
+ Ck = −

k − 1

2π
+ Ck−1.

因此

Ck − Ck−1 =
1

2π
.

那么可以求得 Ck =
k
2π

+C0, 其中 C0 可以是任意常数, 我们用 C 表示. 从而当 k ≤ x <

k + 1 时,

F (x) = − k

2π
cos(2πx) +

k

2π
+ C,

即

F (x) =

∫
[x] sin(2πx)dx = − [x]

2π
cos(2πx) +

[x]

2π
+ C.
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问题 3 (共 24 分, 每题 6 分) 判断题. 请判断以下命题是否正确并说明理由. 每小

题判断正确得 2 分.

1. 如果 f(x) 在 x0 的某个邻域上有定义, 且

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0 − h)
h

= A,

那么 f(x) 在 x0 处可导, 且 f ′(x0) = A/2.

答答答: 不正确. 比如 f(x) = |x|, 在 x = 0 处不可导, 但

lim
h→0

f(h)− f(−h)
h

= 0.

2. 设 u(x) 是定义在 (0, δ0) 上的函数, 其中 δ0 > 0. 如果对任意 0 < ε < 1, 当

x→ 0+ 时有 u(x) = o(x1−ε), 那么当 x→ 0+ 时有 u(x) = O(x).

答答答: 不正确. 比如考虑 u(x) = x ln 1
x
. 那么

lim
x→0

u(x)

x1−ε
= lim

x→0
xε ln

1

x
= 0

而
u(x)

x
= ln

1

x

在 x→ 0+ 时是无界的.

3. 设 f 是定义在 (0,+∞) 上的连续函数, 且 limx→+∞ f(x) = ∞, 那么要么

limx→+∞ f(x) = +∞, 要么 limx→+∞ f(x) = −∞.

答答答: 正确. 因为 limx→+∞ f(x) = ∞, 所以对任意 G > 0, 存在 X > 0, 使得 x > X

时有 |f(x)| > G. 我们下面证明要么 f(x) > G 对 x > X 恒成立, 要么 f(x) < −G 对
x > X 恒成立. 事实上, 如果存在 x1, x2 > X, 使得 f(x1) > G, f(x2) < −G, 那么根据 f

的连续性以及零点存在定理, 存在 x0 在 x1 与 x2 之间, 使得 f(x0) = 0. 但是 x0 > X,

所以应该有 |f(x0)| > G, 这就产生了矛盾.

4. 如果对任意 ε > 0 和正整数 p, 都存在 N , 使得 n > N 时, |xn+p − xn| < ε, 那么

数列 {xn} 收敛.

答答答: 不正确. 比如 xn = 1 + 1
2
+ 1

3
+ · · ·+ 1

n
.

问题 4 (共 18 分, 第一题 8 分, 第二题 10 分)

1. (1) 设 f(x) 在 (−∞,+∞) 上有界并且一致连续, 证明函数 y = f(x) sinx 在

(−∞,+∞) 上一致连续.
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(2) 证明 f(x) = x sinx 在 (−∞,+∞) 上不一致连续.

证证证明明明: (1) 设 |f(x)| ≤M . 任取 x1, x2 ∈ (−∞,+∞), 那么

|f(x1) sinx1 − f(x2) sinx2| ≤ |f(x1)− f(x2)| · | sinx1|+ |f(x2)| · | sinx1 − sinx2|

≤ |f(x1)− f(x2)|+M | sinx1 − sinx2|

≤ |f(x1)− f(x2)|+ 2M

∣∣∣∣sin x1 − x22

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣cos x1 − x22

∣∣∣∣
≤ |f(x1)− f(x2)|+M |x1 − x2|.

由于 f(x) 在 (−∞,+∞) 上一致连续, 对任意 ε > 0, 存在 δ > 0, 使得 |x1 − x2| < δ 时

有 |f(x1)− f(x2)| < ε/2. 因此, 当 |x1 − x2| < min{δ, ε
2M
} 时, 我们有

|f(x1) sinx1 − f(x2) sinx2| ≤
ε

2
+M

ε

2M
= ε.

因此 y = f(x) sinx 在 (−∞,+∞) 上一致连续.

(2)取 xn = 2nπ, x′n = 2nπ+1/n, 那么 limn→∞(xn−x′n) = 0. 另一方面, f(xn) = 0,

而

f(x′n) = (2nπ + 1/n) sin(2nπ + 1/n) = (2nπ + 1/n) sin(1/n)→ 2π.

于是 limn→∞[f(xn)− f(x′n)] = −2π 6= 0. 所以 f(x) 在 (−∞,+∞) 上不一致连续.

2. 设 xn = (1 + 1/n)n, yn = (1 + 1/n)n+1.

(1) 证明 {xn} 单调递增, {yn} 单调递减, 并证明他们有共同的极限.

(2) 将极限用 e 表示, 并用 lnx 表示以 e 为底的对数函数, 证明

3

5
< ln 2 <

3

4
.

证证证明明明: (1) 例 2.4.6.

(2) 要证 ln 2 > 3/5, 只要证 e3/5 < 2. 由 (1) 可知

e <

(
1 +

1

n

)n+1

.

取 n = 4, 我们就有

e
3
5 <

(
1 +

1

4

)5× 3
5

=
53

43
=

125

64
< 2.

要证 ln 2 < 3
4
, 只要证 e3/4 > 2. 由 (1) 可知

e >

(
1 +

1

n

)n
.

取 n = 8, 我们就有

e
3
4 >

(
1 +

1

8

)8× 3
4

> 1 +
C1

6

8
+
C2

6

82
+
C3

6

83
= 1 +

131

128
> 2.


