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复 旦 大 学 技 术 科 学 试 验 班 

2018-2019 第一学期《线性代数》期末考试试卷 

 A 卷   共 9 页  

课程代码：  COMP120004.01-09          考试形式：□开卷  ■闭卷  
开课院系： 计算机学院、信息学院          2019 年 1 月 

（本试卷答卷时间为 120 分钟，答案必须写在试卷上，做在草稿纸上无效） 

专业       学号     姓名       

提示：请同学们秉持诚实守信宗旨，谨守考试纪律，摒弃考试作弊。学生如有违反学校考试

纪律的行为，学校将按《复旦大学学生纪律处分条例》规定予以严肃处理。 

 

题号 一 二 三 四 五 六 七 八 九 十 总分 

得分            

 

一. (10 分)计算下列行列式： 

na

a

a







111

111

111

2

1









 

解：1.若𝑎𝑖 ≠ 0 

 

𝐴𝑛 = |

1 + 𝑎1 1 ⋯ 1
1 1 + 𝑎2 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋯ 1 + 𝑎𝑛

| 

= |

1 + 𝑎1 1 ⋯ 1
−𝑎1 𝑎2 ⋯ 0

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
−𝑎1 0 ⋯ 𝑎𝑛

| 
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=
|

|
1 + 𝑎1 + ∑

𝑎1

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=2

1 ⋯ 1

0 𝑎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎𝑛

|

|
 

= (1 + 𝑎1 + ∑
𝑎1

𝑎𝑖

𝑛

𝑖=2

)𝑎2. . . 𝑎𝑛 

 

2.若存在一个𝑎𝑖 = 0 

 

𝐴𝑛 =
|

|

1 + 𝑎1 1 ⋯ 1
1 1 + 𝑎2 ⋯ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋱ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋯ 1 + 𝑎𝑛

|

|
 

=
|

|

𝑎1 0 ⋯ 0
0 𝑎2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 1 ⋱ 1
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑎𝑛

|

|
 

= 𝑎1. . . 𝑎𝑖−1𝑎𝑖+1. . . 𝑎𝑛 

 

3.若存在两个以上𝑎𝑖 = 0,则行列式值为0. 
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二、 (10 分) 求解线性方程组: 

31 2 4

3 51 2 4

3 51 2 4

3 51 2 4

3 51 2 4

53 4 1

23 2 1

2 3

4 3

2 1

xx x x

x xx x x

x xx x x

x xx x x

x xx x x

   


    


    
     


    

 

解：增广矩阵为 

[
 
 
 
 
1 3 5 −4 0 1
1 3 2 −2 1 −1
1 −2 1 −1 −1 3
1 −4 1 1 −1 3
1 2 1 −1 1 −1]

 
 
 
 

 

→

[
 
 
 
 
1 3 5 −4 0 1
0 0 −3 2 1 −2
0 −5 −4 3 −1 2
0 −7 −4 5 −1 2
0 −1 −4 3 1 −2]

 
 
 
 

 

→

[
 
 
 
 
1 3 5 −4 0 1
0 −1 −4 3 1 −2
0 0 −3 2 1 −2
0 0 0 2 1 −2
0 0 0 0 0 0 ]

 
 
 
 

 

基础解系为(1,1,0,1,−2)𝑇,特解为(0, −1,0,−1,0)𝑇,通解为

𝑘(1,1,0,1, −2)𝑇 + (0,−1,0, −1,0)𝑇 
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三、（10 分）若 n 阶方阵 A 的所有特征值的绝对值都小于 1，即 | | 1, 1,2,i i n   ，

请证明 E A 可逆，其中 E 为 n阶单位矩阵。 
 

证：先证明𝐸 − 𝐴的特征值为1 − 𝜆𝑖 

若方阵 A 特征值𝜆𝑖对应的特征向量为𝑣𝑖 

则𝐴𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖 

(𝐸 − 𝐴)𝑣𝑖 = 𝑣𝑖 − 𝐴𝑣𝑖 = 𝑣𝑖 − 𝜆𝑖𝑣𝑖 = (1 − 𝜆𝑖)𝑣𝑖 

所以，𝐸 − 𝐴的特征值为1 − 𝜆𝑖 

又|𝜆𝑖| < 1,得0 < 1 − 𝜆𝑖 < 2 

若𝐸 − 𝐴不可逆，则其含有特征值 0 

这与0 < 1 − 𝜆𝑖 < 2矛盾 

所以，𝐸 − 𝐴可逆 
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四、 （12 分）设二次型 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3( , , ) 2 2 8 2f x x x x x ax x x x x x x      在正交

变换 X QY 下的标准形为 2 2

1 1 2 2y y  ，求 a 的值及正交矩阵Q，并写出它的规

范形。 

解：二次型对应矩阵为 

𝐴 = [
2 1 −4
1 −1 1

−4 1 𝑎
] 

其在正交变换𝑋 = 𝑄𝑌下的标准形为𝜆1𝑦1
2 + 𝜆2𝑦2

2，说明其含有特征值0. 

则|𝐴| = |
2 1 −4
1 −1 1

−4 1 𝑎
| = |

1 −1 1
0 −3 4 + 𝑎
0 0 𝑎 − 2

| = 3(2 − 𝑎) = 0 

𝑎 = 2 

|𝜆𝐼 − 𝐴| = |
𝜆 − 2 −1 4
−1 𝜆 + 1 −1
4 −1 𝜆 − 2

| = 𝜆(𝜆 + 3)(𝜆 − 6) = 0 

𝜆 = 0,−3,6 

1.𝜆 = 0 

[𝜆𝐼 − 𝐴] = [
−2 −1 4
−1 1 −1
4 −1 −2

] → [
1 −1 1
0 1 −2
0 0 0

] 

特征向量为(1,2,1)𝑇,标准化为(
1

√6
,

2

√6
,

1

√6
)𝑇 

2.𝜆 = −3 

[𝜆𝐼 − 𝐴] = [
−5 −1 4
−1 −2 −1
4 −1 −5

] → [
1 2 1
0 1 1
0 0 0

] 

特征向量为(−1,1, −1)𝑇,标准化为(−
1

√3
,

1

√3
, −

1

√3
)𝑇 

3.𝜆 = 6 

[𝜆𝐼 − 𝐴] = [
4 −1 4

−1 7 −1
4 −1 4

] → [
1 −7 1
0 1 0
0 0 0

] 

特征向量为(1,0, −1)𝑇,标准化为(
1

√2
, 0, −

1

√2
)𝑇 

所以，正交矩阵 

Q =

[
 
 
 
 
 
 −

1

√3

1

√2

1

√6
1

√3
0

2

√6

−
1

√3
−

1

√2

1

√6]
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五、(12 分) 设 ,A B均为 n 阶方阵，证明下列结论: 

（1） ( ) ( ) ( )rank A B rank A rank B    

(2) 若 0AB  ，则 ( ) ( )rank A rank B n   

证：(1) 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) = 𝑟([
𝐴 𝑂
𝑂 𝐵

]) = 𝑟([
𝐴 𝐵
𝑂 𝐵

]) = 𝑟([
𝐴 + 𝐵 𝐵

𝐵 𝐵
]) ≥ 𝑟(𝐴 + 𝐵) 

(2) 先证明𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) ≤ 𝑟(𝐴𝐵) + 𝑛 

𝑟(𝐴𝐵) + 𝑛 = 𝑟([
𝐴𝐵 𝑂
𝑂 𝐼𝑛

]) = 𝑟([
𝐴𝐵 𝐴
𝑂 𝐼𝑛

]) = 𝑟([
𝑂 𝐴

−𝐵 𝐼𝑛
]) = 𝑟([

𝐵 −𝐼𝑛
𝑂 𝐴

])

≥ 𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) 

𝐴𝐵 = 𝑂,则𝑟(𝐴𝐵) = 0 

即𝑟(𝐴) + 𝑟(𝐵) ≤ 𝑛 
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六、（10 分）向量 t ,,, 21  是齐次线性方程组 0AX  的一个基础解系，向量  不是 0AX 

的解，即 0A 。向量组 t  ,,,, 21   是否线性相关？并说明理由。 

证：𝐴𝛽 ≠ 0，则𝛽不能由向量𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑡线性表出 

又向量𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑡线性无关 

所以，向量𝛽, 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑡线性无关 

令𝑘0𝛽 + 𝑘1(𝛽 + 𝛼1) + 𝑘2(𝛽 + 𝛼2)+. . . +𝑘𝑡(𝛽 + 𝛼𝑡) = 0 

(𝑘0 + 𝑘1 + 𝑘2+. . . +𝑘𝑡)𝛽 + 𝑘1𝛼1+. . . +𝑘𝑡𝛼𝑡 = 0 

而向量𝛽, 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑡线性无关 

所以， 

𝑘0 + 𝑘1 + 𝑘2+. . . +𝑘𝑡 = 0, 𝑘1 = 0, . . . , 𝑘𝑡 = 0 

𝑘0 = 𝑘1 =. . . = 𝑘𝑡 = 0 

向量组 𝛽, 𝛽 + 𝛼1, 𝛽 + 𝛼2, . . . , 𝛽 + 𝛼𝑡线性无关 
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七、(14 分)函数集合 2

3 0 1 2 0 1 2{ ( ) ( ) | , , }xV f x a a x a x e a a a R     。 

(1) 求证 3V 对函数的通常加法和数乘构成三维线性空间，且 2

1 2 3, , ,x x xf e f xe f x e   构成

V3 的一组基。 

(2) 显然 ( ) '( )Tf x f x 是 3V 的一个线性变换，求该变换在基 1 2 3, ,f f f 下对应的矩阵，并求

该线性变换T 的特征值与特征向量。 
（第 1 小题 6 分，第 2 小题 8 分） 

证：(1)交换律，结合律易验证 

0 元为𝑓(𝑥) = 0 

负元为−(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 

1 ∗ (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 = (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2)𝑒𝑥 

𝑘(𝑙(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥) = (𝑘𝑙)(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2)𝑒𝑥 

(𝑘 + 𝑙)(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 = 𝑘(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2)𝑒𝑥 + 𝑙(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 

𝑘((𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 + (𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2)𝑒𝑥)

= 𝑘(𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 + 𝑘(𝑏0 + 𝑏1𝑥 + 𝑏2𝑥

2)𝑒𝑥 

所以,𝑉3为线性空间 

𝑓(𝑥) = (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2)𝑒𝑥 = 𝑎0𝑒

𝑥 + 𝑎1𝑥𝑒𝑥 + 𝑎2𝑥
2𝑒𝑥 

所以，𝑓1 = 𝑒𝑥 , 𝑓2 = 𝑥𝑒𝑥, 𝑓3 = 𝑥2𝑒𝑥构成𝑉3的一组基 

(2) 𝑇𝑓1 = 𝑒𝑥 , 𝑇𝑓2 = (𝑥 + 1)𝑒𝑥, 𝑇𝑓3 = (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥 

𝑇(𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = (𝑒𝑥, (𝑥 + 1)𝑒𝑥, (𝑥2 + 2𝑥)𝑒𝑥) = (𝑓1, 𝑓1 + 𝑓2, 2𝑓2 + 𝑓3)

= (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) [
1 1 0
0 1 2
0 0 1

] 

|𝜆𝐼 − 𝐴| = |
𝜆 − 1 −1 0

0 𝜆 − 1 −2
0 0 𝜆 − 1

| = (𝜆 − 1)3 = 0 

𝜆 = 1 

(𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0基础解系为(1,0,0)𝑇 

𝑇的特征值为1,特征向量为𝑘(1,0,0)𝑇 
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八、（10 分）求正交矩阵P，使得
T

P AP为对角阵，其中 

2 2 2

2 5 4

2 4 5

 
 

 
 
   

A  

解： 

|𝜆𝐼 − 𝐴| = |
𝜆 − 2 −2 2
−2 𝜆 − 5 4
2 4 𝜆 − 5

| = (𝜆 − 1)2(𝜆 − 10) = 0 

𝜆1 = 𝜆2 = 1, 𝜆3 = 10 

1.𝜆1 = 𝜆2 = 1 

[𝐼 − 𝐴] = [
−1 −2 2
−2 −4 4
2 4 −4

] → [
1 2 −2
0 0 0
0 0 0

] 

得到基础解系为(0,1,1)𝑇, (−4,1, −1)𝑇 

标准化为(0,
1

√2
,

1

√2
)𝑇, (−

4

3√2
,

1

3√2
, −

1

3√2
)𝑇 

2.𝜆3 = 10  

[10𝐼 − 𝐴] = [
9 −2 2

−2 5 4
2 4 5

] → [
4 −1 1
0 1 1
0 0 0

] 

得到基础解系为(−1, −2,2)𝑇 

标准化为(−
1

3
, −

2

3
,
2

3
) 

注意到向量组已经正交化，所以 

𝑃 =

[
 
 
 
 
 
 0 −

4

3√2
−

1

3
1

√2

1

3√2
−

2

3
1

√2
−

1

3√2

2

3 ]
 
 
 
 
 
 

, 𝑃𝑇𝐴𝑃 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 10

] 
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九、设V 为数域 F 上的线性空间， 1 2,W W 均为V 的子空间。试证明： 

（1） 1 2W W 为V 的子空间当且仅当 1 2W W 或 2 1W W 。 

（2）试求V 中包含 1 2W W 的最小子空间。  （共 12 分，每小题 6 分） 

证：(1)充分性：𝑊1 ⊆ 𝑊2，则𝑊1 ∪ 𝑊2 = 𝑊2 

所以，𝑊1 ∪ 𝑊2为𝑉的子空间 

𝑊2 ⊆ 𝑊1同理可证 

必要性：假设𝑊1不是𝑊2的子集，且𝑊2不是𝑊1的子集 

则存在向量𝑎 ∈ 𝑊2,且𝑎 ∉ 𝑊1 

存在向量𝑏 ∈ 𝑊1,且𝑏 ∉ 𝑊2 

若𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑊2,则𝑏 = (𝑎 + 𝑏) − 𝑎 ∈ 𝑊2,矛盾 

若𝑎 + 𝑏 ∈ 𝑊1,则𝑎 = (𝑎 + 𝑏) − 𝑏 ∈ 𝑊1,矛盾 

所以，𝑎 + 𝑏 ∉ 𝑊1,且𝑎 + 𝑏 ∉ 𝑊2,即𝑎 + 𝑏 ∉ 𝑊1 ∪ 𝑊2,这与𝑊1 ∪ 𝑊2为𝑉的子空间相矛盾. 

所以，𝑊1 ⊆ 𝑊2或𝑊2 ⊆ 𝑊1 

(2)包含𝑊1 ∪ 𝑊2的最小子空间为𝑊1 + 𝑊2 

对于任意包含𝑊1 ∪ 𝑊2的子空间𝑌 

若𝑤1 + 𝑤2 ∈ 𝑊1 + 𝑊2(𝑤1 ∈ 𝑊1, 𝑤2 ∈ 𝑊2) 

由加法封闭性得𝑤1 + 𝑤2 ∈ 𝑌 

所以，𝑊1 + 𝑊2 ⊂ 𝑌 

即，𝑊1 + 𝑊2为包含𝑊1 ∪ 𝑊2得最小子空间 

 

 

 


