《集合论与图论》课堂练习2 
（2022年11月3日  13:30-15:10  复旦大学计算机学院）


学号                   姓名                   成绩               

注意：有关计数的答案可用P(n,k), C(n,r), nk, k!, 及数字等表示

1、 填空题（30分，每个填空格5分）

1． 复旦大学邯郸校区校园内线电话号码有4位，可以有   104         个的不同的电话号码；选用2个不同的数字组成4位电话号码，4位电话号码中2个数字相同，另外2个数字也相同（例如2828），这样的不同的电话号码数是  C(10, 2)  C(4, 2)   
。

2．复旦大学北区食堂请客，把20个相同的双层安格斯牛肉汉堡和15个相同的三层安格斯牛肉汉堡分给5间寝室，有  C(20+5-1, 20)  C(15+5-1, 15)           种分法。

3．s（s1）个元素分成t个组，那么必存在一个组至少含有  s/t            个元素。

4．从n个元素的集合S中有序选取的r个元素称为S的一个r-排列，不同的排列总数记为p(n, r)，p(n, r)=    n(n-1)…(n-r+1)              。

5．不大于70的正整数中，与70互素（与70没有公因子）的整数有   24                             个。
70的素因子，2, 5, 7。|N|=70，|A1|=70/2=35，|A2|=70/5=14，|A3|=70/7=10，N|A1 A2|=70/10=7，N|A1 A3|=70/14=5，N|A2 A3|=70/35=2，N|A1 A2 A3|=70/70=1，70-(35+14+10)+(7+5+2)-1=24

二、综合题（70分）
[bookmark: _GoBack]1．证明二项恒等式(C(n, 0))2+(C(n, 1))2+ … +(C(n, n))2=(C(2n, n))2。（10分）
证明思想：等式右边是xn在(1+x)2n中的系数，左边的项都是(1+x)n中的系数，想要的生成函数的积是(1+x)n (1+x)n，即，设f(x)=g(x)= (1+x)n，使得f(x)g(x)=h(x)= (1+x)2n。xn在f(x)g(x)中的系数是C(n, 0) C(n, n)+ C(n, 1) C(n, n-1)+ … + C(n, 0) C(n, n)= (C(n, 0))2+(C(n, 1))2+ … +(C(n, n))2。【因为C(n, r)= C(n, n-r)】。



2．Panda接到了一项任务：给一排方格着色。Panda是一个聪明的孩子，他想到了一个着色的数学问题：假如在一排中有N个方格，每个方格可以是着红色、蓝色、绿色或黄色。由于一些神秘的原因，Panda希望红色方格和绿色方格的数量都是偶数。在这样的条件下，Panda想知道对这些方格着色会有多少种不同的方法。（20分）
解：

多重集的排列计数用指数型生成函数求解。因为红色方格和绿色方格的数量是偶数，所以生成函数。



根据泰勒级数，，则生成函数。所以，。



因为在ekx中的系数是kn，所以f(x)中的系数是。


3．从20人中募集15美元；其中，前19人中每人可以捐1美元，或者不捐；第20个人或者捐1美元，或者捐5美元，或者不捐。实现这一募捐的方法数是多少？（10分）
解：这一问题的生成函数是
(1+x)19(1+x+x5)=(1+C(19, 1)x+C(19, 2)x2+…+C(19, 19)x19) (1+x+x5)，所以x15的系数是C(19, 15)+ C (19, 14)+ C (19, 10)。



4．Hanoi塔问题：有三根针（设分别为A、B、C），在A针上有n张大小均不相同的金片，大的在下，小的在上。要求按以下规则，把这n张金片从A针搬到C针上：
· 在搬动过程中可使用B针；
· 每次只允许搬动一张金片；
· 在搬动过程中，必须保证大金片在下，小金片在上。
[image: ]
解决汉诺塔问题的函数如下：
void hanoi (int n,char A,char C,char B)
{  
          if ( n == 1 )
               printf( " move %c  to %c\n ",A, C);
          else { 
               hanoi ( n-1, A, B, C );			
               printf( " move %c  to %c\n ",A, C);
               hanoi ( n-1, B, C, A );	
            }
}
设有n张大小均不相同的金片的汉诺塔需要搬动的次数为an。
(1) 请根据解决Hanoi塔问题的函数，给出Hanoi塔问题的n张大小均不相同的金片需要搬动的次数的递推关系。 （5分）
(2) 求解(1)给出的递推关系。（10分）
解：（1）an=2an-1+1，a1=1
（2）齐次方程an=2an-1的通解是an=2nA。an*=B是非齐次递推关系的特解，B=2B+1，B=-1。所以，an*=-1是特解。非齐次递推关系的解an=2nA+ an*=2nA-1。a1=1=21A-1，所以A =1，即an=2n-1。



5．（1）第二类Stirling数是将n个元素的集合划分为k个不为空的子集的方式的数目，记为S(n, k)，其中，S(n, n)=S(n, 1)=1，请证明：S(n, k)=S(n-1, k-1)+k*S(n-1, k)，n>1，k≥１。（10分）
(2)Bell数是集合的划分数，也是一个集合上的等价关系的数目；设Bn是包含n个元素的集合的划分方法的数目，则B0=1，B1=1，B2=2，B3=5，…。请基于第二类Stirling数S(n, k)，给出Bn的公式。（5分）
（1）证明：设n个不同元素a1, ……, an放入k个不为空的子集的方式的数目为S(n, k)。在放置过程中，有两种互不相容的情况：
｛an｝是k个子集中的一个，即，把｛a1,……, an-1｝划分为k-1个子集，｛an｝是作为一个子集，则划分数是S(n-1, k-1)；
如果｛an｝不是k个子集中的一个，即an与其它的元素构成一个子集。则首先把｛a1,……, an-1｝划分成k个子集，则划分数为S(n-1, k)。然后再把an加入到k个子集中的一个子集中去，则有k种加入方式。因此，由乘法原理，划分数有k *S(n-1, k)。
应用加法原理于上述两种情况，得S(n, k)= S(n-1, k-1)+k*S(n-1, k)，n>1，k≥１。▉


（2）解：每个Bell数都是第二类Stirling数的和，Bn=，其中S(n, k)是一个第二类Stirling数。
解：这一问题的指数型生成函数是：
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