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餲

饐饲饯饢饬饥饭饳

餱 对称矩阵A,B ∈ Rn×n 館n ∈ N∗餩，证明餺 饴饲館ABAB餩 ≤ 饴饲館AABB餩餮

餲 设n是正整数餬 矩阵A,B ∈ Cn×n有相同的特征多项式，有相同的极小多项式，且∀µ ∈ C,
饲饡饮饫館µI −A餩 餽 饲饡饮饫館µI −B餩，其中 I 是同阶单位矩阵餮 问A,B是否一定相似？如果是请证明，

否则请给出反例餮

餳 设n是正整数餬 向量x, y ∈ Cn 且满足 x∗x 餽 餱, x∗y 餽 餰餬 I 是n阶单位矩阵，证明餺

‖I − 館x餫 y餩x∗‖2 餽 ‖x餫 y‖2.

餴 设n ∈ N∗餬 n阶正规矩阵A,B满足AB 餽 BA餬 证明餺 AB是正规矩阵餮

餵 正整数m,n满足 餰 < m < n餬 分块矩阵A 餽

[
A11 A12

A21 A22

]
是饈饥饲饭饩饴饥正定矩阵，其中

A ∈ Cn×n, A11 ∈ Cm×m餮 设S 餽 A22 −A21A
−1
11 A12餮

证明餺 館饩餩 S是正定矩阵餻 館饩饩餩 ‖S‖2‖S−1‖2 ≤ ‖A‖2‖A−1‖2餮

餶 设n ∈ N∗餬 凸集養1,養2 ⊆ Rn餬 且養1 ∩ 養2 餽 ∅餮 取x1 ∈ 養1, x2 ∈ 養2, α ∈ 饛餱,餫∞餩餬 集合

養3 餽 {y 餫 α館x2 − x1餩 | y ∈ 養2}餬 证明餺

館饩餩 養3是凸集餻 館饩饩餩 養1 ∩ 養3 餽 ∅餮

餷 设A ∈ C2×2, ∀ t ∈ C餬 有 饥饸饰館tA餩 餽 饥t

[
餱− t −t
t 餱 餫 t

]
餮

请给出一个这样的矩阵A，或者证明为什么这样的矩阵A不存在餮

餸 设n是正整数餬 矩阵A ∈ Rn×n的所有元素非负，其 館i, j餩元素为 aij 餬

证明餺 对任何n维正向量x餬 有

饭饩饮
1≤i≤n

餱

xi

n∑
j=1

aijxj ≤ ρ館A餩 ≤ 饭饡饸
1≤i≤n

餱

xi

n∑
j=1

aijxj .



餳

饁饮饳饷饥饲

餱

饐饲饯饯饦餮 注意到 館AB餩> 餽 B>A> 餽 BA餬 令 C 餽 AB 餽 館cij餩n×n餬

饴饲館C>C餩− 饴饲館C2餩 餽 ‖C‖22 −
∑
i,j

cijcji 餽
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

館cij − cji餩2 ≥ 餰餻

饴饲館ABAB餩 餽 饴饲館C2餩 ≤ 饴饲館C>C餩 餽 饴饲館BAAB餩 餽 饴饲館AABB餩.

即 饴饲館ABAB餩 ≤ 饴饲館AABB餩餬 证毕餮

餲 饓饯饬饵饴饩饯饮 A,B不一定相似餮 作 A,B如下餺

A 餽



餱 餰

餱 餱

餱 餱

餱 餰

餱 餱

餱 餱

餱 餱

餱


, B 餽



餱 餱

餱 餰

餱 餱

餱 餰

餱 餱

餱 餱

餱 餱

餱


A,B 特征多项式均为 館λ− 餱餩8餬 极小多项式均为 館λ− 餱餩4餬

当µ 6餽 餲时，饲饡饮饫館µI −A餩 餽 饲饡饮饫館µI −B餩 餽 餸餬

当µ 餽 餲时，饲饡饮饫館µI −A餩 餽 饲饡饮饫館µI −B餩 餽 餵餮

但A,B是不相似的 饊饯饲饤饡饮标准型餮

餳

饐饲饯饯饦餮 令P 餽 館x餫 y餩x∗, P 2 餽 館x餫 y餩x∗館x餫 y餩x∗ 餽 館x餫 y餩x∗ 餽 P ,

即P 2 餽 P 餬 且P 的有一个特征值为x∗館x餫 y餩 餽 餱餬 其余特征值均为 餰餮

∀x ∈ Cn, x 餽 Px餫 館I − P 餩x餬 Px ∈ 饋饥饲館I − P 餩, 館I − P 餩x ∈ 饋饥饲館P 餩,

设 y ∈ 饋饥饲館P 餩 ∩饋饥饲館I − P 餩, y 餽 P y 餫 館I − P 餩y 餽 餰餬

因此 Cn 餽 饋饥饲館P 餩⊕饋饥饲館I − P 餩餮

∀x ∈ Cn\{餰},设 x 餽 u餫 v, u ∈ 饋饥饲館P 餩, v ∈ 饋饥饲館I − P 餩,

构造 z 餽 ‖v‖2
u

‖u‖2
餫 ‖u‖ v

‖v‖2
, 有
‖Px‖2
‖x‖2

餽
‖館I − P 餩z‖2
‖z‖2

餽
‖u‖2
‖u餫 v‖2

.

由上述对应关系知 饭饡饸
x 6=0

‖Px‖2
‖x‖2

餽 饭饡饸
z 6=0

‖館I − P 餩z‖2
‖z‖2

, ‖P ‖2 餽 ‖I − P ‖2.

又P 的奇异值分解为 ‖x餫 y‖2 ·
x餫 y

‖x餫 y‖2
x∗, 故 ‖P ‖2 餽 ‖x 餽 y‖2.

从而 ‖I − 館x餫 y餩x∗‖2 餽 ‖x餫 y‖2餬 证毕餮



餴

餴

饐饲饯饯饦餮 由AB 餽 BA，设A对应于特征值λ0的特征子空间为Vλ0
餬

∀x ∈ Vλ0
,ABx 餽 BAx 餽 λ0Bx餬 故Bx ∈ Vλ0

餬 即Vλ0
是B的不变子空间餮 将B对应的线性变

换ϕ限制在Vλ0
上得ϕ|Vλ0

餬 其在Vλ0
上至少存在一个特征值µ0和一个特征向量 v 餬 因此A,B至少

存在一个公共特征向量 v餮

取A,B的一个公共特征向量 q1 館‖q1‖2 餽 餱餩餬 并将其扩展为全空间上一组标准正交基，记作酉矩

阵Q1 餽 饛q1, 饾q2, · · · , 饾qn饝.

Q∗1AQ1 餽

[
λ1 α∗

餰 A1

]
, Q∗1A

∗Q1 餽

[
λ1 餰

α A∗1

]

由于A是正规矩阵，知A∗A 餽 AA∗餬[
|λ1|2 λ1α

∗

αλ1 A∗1A1 餫 αα∗

]
餽

[
|λ1|2 餫 α∗α α∗A∗1

A1α A1A
∗
1

]

比较可知α 餽 餰, A∗1A1 餽 A1A
∗
1, Q

∗
1AQ1 餽

[
λ1 餰

餰 A1

]
餮

同理 Q∗1BQ1 餽

[
µ1 餰

餰 B1

]
餬 且 B1是正规矩阵，A1B1 餽 B1A1餮

对A1,B1继续进行上述操作，最后可以找到酉矩阵Q1, · · · ,Qn−1满足

Q∗n−1 · · ·Q∗1AQ1 · · ·Qn−1 餽 饤饩饡饧{λ1, · · · , λn} 餽 餃餬

Q∗n−1 · · ·Q∗1BQ1 · · ·Qn−1 餽 饤饩饡饧{µ1, · · · , µn} 餽 M 餮

令酉阵Q 餽 Q1 · · ·Qn−1餬 有Q∗ABQ 餽 餃M，故AB可酉对角化，

因此AB是正规矩阵餬 证毕餮

餵

饐饲饯饯饦餮 对矩阵A作分块合同变换餺[
I 餰

−A21A
−1
11 I

][
A11 A12

A21 A22

][
I −A−111 A12

餰 I

]
餽

[
A11 餰

餰 S

]
,

正定矩阵的任意主子阵正定，且合同变换不改变正定性，可知 A11, A22, S均为正定矩阵餮 同

时A−111 也是正定矩阵，A21A
−1
11 A12是半正定矩阵餮

用λ1, λ2, · · · 表示一个矩阵按升序排列的特征值餮

λn−m館S餩 餽 饭饡饸
‖x‖2=1

x∗館A22 −A21A
−1
11 A12餩x ≤ 饭饡饸

‖x‖2=1
x∗A22 x 餽 λn−m館A22餩餻

再由饃饡饵饣饨饹交错定理得 ‖S‖2 餽 λn−m館S餩 ≤ λn−m館A22餩 ≤ λn館A餩 餽 ‖A‖2餮



餵

令X 餽

[
−A−111 A12

I

]
餬 有X∗AX 餽 A22 −A21A

−1
11 A12 餽 S餮

∀x ∈ Cn−m,有Xx 餽

[
−A−111 A12 x

x

]
, 即 ‖Xx‖2 ≥ ‖x‖2.

又知
y∗Ay

y∗y
在饒饡饮饧饥館X餩\{餰}上的局部最小值不小于Cn\{餰}上的全局最小值.

故 λ1館S餩 餽 饭饩饮
x 6=0

x∗X∗AXx

x∗x
≥ 饭饩饮

x6=0

館Xx餩∗AXx

館Xx餩∗Xx
≥ 饭饩饮

y 6=0

y∗Ay

y∗y
餽 λ1館A餩,

‖S−1‖2 餽
餱

λ1館S餩
≤ 餱

λ1館A餩
餽 ‖A−1‖2.

故 ‖S‖2‖S−1‖2 ≤ ‖A‖2‖A−1‖2餬 证毕餮



餶

餶

饐饲饯饯饦餮 養1,養2是凸集，養3 餽 {y 餫 α館x2 − x1餩 | y ∈ 養2}餬 则
∀ z1, z2 ∈ 養3, ∃ y1, y2 ∈ 養2 饳餮饴餮 z1 餽 y1 餫 α館x2 − x1餩, z2 餽 y2 餫 α館x2 − x1餩餻
∀ θ ∈ 饛餰, 餱饝, θz1餫館餱−θ餩z2 餽 θy1餫館餱−θ餩y2餫α館x2−x1餩,由于養2是凸集，故 θy1餫館餱−θ餩y2 ∈ 養2餬

θz1 餫 館餱− θ餩z2 ∈ 養3餮 因此養3是凸集餮

由凸集分离定理，養1 ∩ 養2 餽 ∅餬 故存在w ∈ Rn\{餰}, γ ∈ R, 使得
∀u ∈ 養1, v ∈ 養2, w

>u ≤ γ ≤ w>v餮
∀ z ∈ 養3, 令 養2 3 v 餽 z − α館x2 − x1餩,
w>z 餽 w>v 餫 αw>館x2 − x1餩 ≥ γ 餫 αw>館x2 − x1餩 ≥ γ餻
设養1,養3存在公共元素 z∗餬 可知w>z∗ 餽 γ餬

z∗落在超平面H 餽 {x ∈ Rn|w>x 餽 γ}上，且 v∗ 餽 z∗ − α館x2 − x1餩 ∈ 養2餻

作 s 餽
餱

餱 餫 α
v∗ 餫

α

餱 餫 α
x2, s ∈ 養2, 但同时 s 餽

餱

餱 餫 α
z∗ 餫

α

餱 餫 α
x1, s ∈ 養1,

与養1 ∩ 養2 餽 ∅矛盾餬 故養1,養3在超平面H上无公共元素餮

又 ∀u ∈ 養1, z ∈ 養3, w
>u ≤ γ ≤ w>z餬 故養1 ∩ 養3 餽 ∅, 证毕餮

餷 饓饯饬饵饴饩饯饮餮 首先设A可对角化，即P−1AP 餽 饤饩饡饧{λ1, λ2}, 则

饥饸饰館tA餩 餽 P

[
饥tλ1

饥tλ2

]
P−1,为将幂因子提出餬 只能 λ1 餽 λ2 餽 餱,

此时有 饥饸饰館tA餩 餽 饥tλ1I餬 矛盾餬 因此A不可对角化餮

设P−1JP 餽 A, J 餽

[
λ 餱

餰 λ

]
, tJ 餽

[
t 餱

餰 餱

][
tλ 餱

餰 tλ

][
餱/t −餱/t
餰 餱

]
餻

饥饸饰館tA餩 餽 P

[
t 餱

餰 餱

][
饥tλ 饥tλ

餰 饥tλ

][
餱/t −餱/t
餰 餱

]
P−1 餽 P

[
饥tλ t饥tλ

餰 饥tλ

]
P−1,

为将幂因子提出，只能λ 餽 餱, 从而 P

[
餱 t

餰 餱

]
P−1 餽

[
餱− t −t
t 餱 餫 t

]
餻

解得一个P 餽

[
餱 餱

−餱 −餲

]
,A 餽 PJP−1 餽

[
餰 −餱
餱 餲

]
餮

因此存在满足题意的A餬 例如 A 餽

[
餰 −餱
餱 餲

]
餮

餸

饐饲饯饯饦餮 设 r 餽 饭饩饮1≤i≤n
∑n

j=1 aij 餻

作矩阵B, 其 館i, j餩元素 bij 餽
raij∑n
k=1 aik

, 知 B 也是非负矩阵且B ≤ A 餺



餷

进一步有Bk ≤ Ak, ‖Bk‖∞ ≤ ‖Ak‖∞ 館k ∈ N餩餬 由饇饥饬饦饡饮饤谱半径公式餬

ρ館B餩 餽 饬饩饭
k→∞

‖Bk‖1/k∞ ≤ 饬饩饭
k→∞

‖Ak‖1/k∞ 餽 ρ館A餩餻

r既是B的一个特征值，也是B的行和范数餬 故 r ≤ ρ館B餩 ≤ ‖B‖∞ ≤ r餬
从而 ρ館A餩 ≥ ρ館B餩 餽 r 餽 饭饩饮1≤i≤n

∑n
j=1 aij 餻

由饇饥饲饳饨饧饯饲饩饮第一圆盘定理，ρ館A餩 ≤ 饭饡饸1≤i≤n
∑n

j=1 aij 餻

故 饭饩饮1≤i≤n
∑n

j=1 aij ≤ ρ館A餩 ≤ 饭饡饸1≤i≤n
∑n

j=1 aij 餻

对任意n维正向量，设其第 i分量为xi 館xi > 餰, i 餽 餱, 餲, · · · , n餩,
作X 餽 饤饩饡饧{x1, · · · , xn}, 再作C 餽 X−1AX餬 知C仍为非负矩阵餮

其 館i, j餩元素 cij 餽 x−1i aijxj 餬 对C使用上述结论即得

饭饩饮
1≤i≤n

餱

xi

n∑
j=1

aijxj ≤ ρ館C餩 ≤ 饭饡饸
1≤i≤n

餱

xi

n∑
j=1

aijxj 餻

注意到 ρ館C餩 餽 ρ館A餩餬 因此

饭饩饮
1≤i≤n

餱

xi

n∑
j=1

aijxj ≤ ρ館A餩 ≤ 饭饡饸
1≤i≤n

餱

xi

n∑
j=1

aijxj 餻

证毕餮


